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Les algebres amassees (cluster algebras), inventees [38] par Sergey Fomin et Andrei 
Zelevinsky au debut des annees 2000, sont des algebres commutatives, dont les genera- 
<^ teurs et les relations sont construits de fagon recursive. Parmi ces algebres se trouvent 

les algebres de coordonnees homogenes sur les grassmanniennes, les varietes de drapeaux 
et beaucoup d'autres varietes qui jouent un role important en geometrie et theorie des 
representations. La motivation principale de Fomin et Zelevinsky etait de trouver un 
cadre combinatoire pour l'etude des bases canoniques dont on dispose |BB] |81| dans 
ces algebres et qui sont etroitement liees a la notion de positivite totale [82j dans les 
varietes associees. II s'est avere rapidement que la combinatoire des algebres amassees 
| intervenait egalement dans de nombreux autres sujets, par exemple dans 

Q\ . — la geometrie de Poisson [52J [53J [54J [9J . . . ; 

— les systemes dynamiques discrets [41] |69j [24J [61J . . . ; 

— les espaces de Teichmuller superieurs [30] [3 1 J [32J [33J . . . ; 

— la combinatoire et en particulier l'etude de polyedres tels les associaedres de Sta- 
sheff [E][IS]in][IB][3S][37][SS][SS]...; 

— la geometrie algebrique (commutative ou non commutative) et en particulier 
l'etude des conditions de stabilite de Bridgeland [ID] , les algebres Calabi-Yau (03] 
[55] , les invariants de Donaldson-Thomas [62] [IS] |HI] [30] • • • ; 

— et la theorie des representations des carquois et des algebres de dimension finie, 
voir par exemple les articles de synthese [3] [92] [93] [51J [70J. 

Nous renvoyons aux articles d'initiation [40] [104] [105] [106] [107] et au portail des 
algebres amassees [35J pour plus d'informations sur les algebres amassees et leurs liens 
avec d'autres sujets mathematiques (et physiques). 

Dans cet expose, nous donnons une introduction concise aux algebres amassees (sec- 
tion 1) et presentons deux applications : 

— la demonstration de la periodicite de certains systemes dynamiques discrets, 
d'apres Fomin-Zelevinsky [41J et l'auteur [70] [73] (section 12. 3p ; 
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— la construction de bases duales semi-canoniques, d'apres Geiss-Leclerc-Schroer jl9] 
(section 13. 4p . 

Ces applications sont fondees sur la categorification additive des algebres amassees a 
l'aide de categories de representations de carquois (avec relations). Nous en decrivons 
les idees principales a la section |H Nous y esquissons egalement des developpements 
recents importants lies a la categorification monoi'dale d'algebres amassees [58j [87J et 
a leur etude via les carquois a potentiel [23 J [22j. 



1. DESCRIPTION ET PREMIERS EXEMPLES 
1.1. Description 

Une algebre amassee est une Q-algebre commutative munie d'un ensemble de genera- 
teurs distingues (les variables d'amas) regroupes dans des parties (les amas) de cardinal 
constant (le rang) qui sont construites recursivement par mutation a partir d'un amas 
initial. L'ensemble des variables d'amas peut etre fini ou infini. 



THEOREME 1.1 ([3H])- " ~ Les algebres amassees n'ayant qu'un nombrefini de variables 
d'amas sont parametrees par les systemes de racines finis. 

La classification est done analogue a celle des algebres de Lie semi-simples complexes. 
Nous allons preciser le theoreme (dans le cas simplement lace) a la section |2j 

1.2. Premier exemple 

Pour illustrer la description et le theoreme, presentons |107j l'algebre amassee Aa 2 
associee au systeme de racines A2. Par definition, elle est engendree sur Q par les 
variables d'amas x m , m G Z, soumises aux relations d'echange 

x m—l x rn+l = 1 + X m , fflGZ. 

Ses amas sont par definition les paires de variables consecutives {x m ,x m+ i}, m G Z. 
L'amas initial est {xi,^} et deux amas sont relies par une mutation si et seulement si 
ils ont exact ement une variable d'amas en commun. 

Les relations d'echange permettent d'exprimer toute variable d'amas comme fonction 
rationnelle des variables initiales Xi,x 2 et done d'identifier l'algebre Aa 2 a une sous- 
algebre du corps Q(xi,x 2 )- Afin d'expliciter cette sous-algebre, calculons les x m pour 
m > 3. Nous avons : 



1-2.1) x 3 

1.2.2) x A 

1.2.3) x 5 



l + x 2 

Xi 

1 + X 3 _ Xi + 1 + x 2 

X 2 X\X 2 
1 + X4 X\X 2 + X\ + 1 + X 2 _ 1 + X 2 1 + X\ 

X 3 X\X 2 " X\ x 2 
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Notons que, contrairement a ce qu'on pourrait attendre, le denominateur dans 11.2.31 
reste un monome ! En fait, toute variable d'amas dans une algebre amassee quelconque 
est un polynome de Laurent, voir le theoreme 12.11 Continuons le calcul : 

,., _ , N 1 + ^5 X 2 + l + X± X1 + I+X2 

(1.2.4) x 6 = = + = xi 

Xi x 2 x x x 2 

(1.2.5) x 7 = (l + x x ) + = x 2 . 

II est alors clair que la suite des x m , m G Z, est 5-periodique et que le nombre de 
variables d'amas est effectivement fini et egal a cinq. Outre les deux variables initiales 
x\ et x 2 nous avons trois variables non initiales 23, 24 et X5. En examinant leurs 
denominateurs, nous voyons qu'elles sont en bijection naturelle avec les racines positives 
a%, ax + «2, cx 2 du systeme de racines de type A 2 . Ceci se generalise a tout diagramme 
de Dynkin, voir le theoreme 12.11 

1.3. Algebres amassees de rang 2 

A tout couple d'entiers positifs (b, c) est associee une algebre amassee A.n, c ). On la 
definit de la meme maniere que Aa 2 , niais en remplagant les relations d'echange par 

x b m + 1 si m est impair, 



m 



+ 1 si m est pair. 



L'algebre An, a n'a qu'un nombre fini de variables d'amas si et seulement si be < 3, 
autrement dit si la matrice 

2 -b 
-c 2 

est la matrice de Cartan d'un systeme de racines $ de rang 2. Le lecteur pourra s'amuser 
a verifier que, dans ce cas, les variables d'amas non initiales sont toujours parametrees 
par les racines positives de $. 



2. ALGEBRES AMASSEES ASSOCIEES AUX CARQUOIS 

2.1. Mutation des carquois 

Un carquois est un graphe oriente, e'est-a-dire un quadruplet Q = (Qo, Qi, s, t) forme 
d'un ensemble de sommets Qo, d'un ensemble de fleches Qi et de deux applications s 
et t de Qi dans Q Q qui, a une fleche a, associent respect ivement sa source et son but. 
En pratique, on represente un carquois par un dessin comme dans l'exemple qui suit : 

Q : 3 <*Q 5 ^= I 6 



1 




4. 



7 
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Une fleche a dont la source et le but coincident est une boucle ; un 2-cycle est un 
couple de fleches distinctes (3 et 7 telles que s((3) = £(7) et t((3) = s(j). De meme, 
on definit les n-cycles pour tout entier positif n. Un sommet i d'un carquois est une 
source (respectivement un puits) s'il n'existe aucune fleche de but i (respectivement de 
source i). 

Appelons bon carquois un carquois fini sans boucles ni 2-cycles dont l'ensemble des 
sommets est l'ensemble des entiers 1, . . . , n pour un entier positif n. A un isomorphisme 
fixant les sommets pres, un tel carquois Q est donne par la matrice antisymetrique 
B = Bq dont le coefficient bij est la difference entre le nombre de fleches de i a j et 
le nombre de fleches de j a i pour tous 1 < i,j ' < n. Reciproquement, toute matrice 
antisymetrique B a coefficients entiers provient d'un bon carquois Qb- 

Soient Q un bon carquois et k un sommet de Q. La carquois mute Hk{Q) est le 
carquois obtenu a partir de Q comme suit : 

(1) pour tout sous-carquois % — — >■ k — j , on rajoute une nouvelle fleche [a(3] : 

i -*j ; 

(2) on renverse toutes les fleches de source ou de but k ; 

(3) on supprime les fleches d'un ensemble maximal de 2-cycles disjoints deux a deux. 
Si B est la matrice antisymetrique associee a Q et B' celle associee a /ifc(Q), on a 

— b^ si i = k ou j = k ; 

b^ + sgn(b ik ) max(0, b ik b kj ) sinon. 

Cest la regie de mutation des matrices antisymetriques (plus generalement : anti- 
symetrisables) introduite par Fomin-Zelevinsky dans |38j, voir aussi [42J. 
On verifie sans peine que \i k est une involution. Par exemple, les carquois 

(2.1.1) 

et 





sont relies par la mutation par rapport au sommet 1. Notons que, du point de la theorie 
des representations, ces carquois sont tres differents. Deux carquois sont equivalents par 
mutation s'ils sont relies par une suite finie de mutations. On verifie facilement, par 
exemple a l'aide de [71], que les trois carquois suivants sont equivalents par mutation 

(2.1.2) 1 IO-5 4 5^ 

2^3 1 7 — 6 ^ 



7 2 



f \ / \ i 

4^5^6 8 -q-\ X 10 ^ 

/ \ / \ / \ 9 ; \ 

7-^8^9^10 2 



1014-05 



La classe de mutation commune de ces carquois comporte 5739 carquois (a isomor- 
phisme pres). La classe de mutation de la «plupart» des carquois est infinie. La classi- 
fication des carquois ayant une classe de mutation finie est un probleme difficile, resolu 
recemment par Felikson-Shapiro-Tumarkin [28] : outre les carquois a deux sommets et 
les carquois associes a des surfaces a bord marquees [37], la liste contient 11 carquois 
exceptionnels, dont le plus grand est dans la classe de mutation des carquois 12.1.21 

2.2. Mutation des graines, algebres amassees 

Soient n > 1 un entier et T le corps Q(x±, . . . ,x n ) engendre par n indeterminees 
Xi, . . . ,x n . Une graine (appelee aussi X-graine) est un couple (R,u), ou R est un bon 
carquois et u une suite u%, . . . , u n qui engendre librement le corps J 7 . Si (R, u) est une 
graine et k un sommet de R, la mutation fik{R,u) est la graine (R',u'), ou R' = /ifc(-R) 
et u' est obtenu a partir de u en remplagant l'element Uk par l'element u' k defini par la 
relation d'echange 

(2.2.1) u' k u k = ] ] u t{a) + ] ] u s(a) . 

s(a)=k t(a)=k 

On verifie que fil(R,u) = (R,u). Par exemple, les mutations de la graine 

1 ^2 ^3 , {xi,x 2 ,x 3 } 

par rapport aux sommets 1 et 2 sont les graines 
(2.2.2) 

1 + ^2 

1 ■* 2 ^3 , { ,x 2 ,x 3 \ et 1 

Fixons maintenant un bon carquois Q. La graine initiale est (Q, {x\, . . . ,x n }). Un 
amas associe a Q est une suite u qui apparait dans une graine (R, u) obtenue a partir de 
la graine initiale par mutation iteree. Les variables d'amas sont les elements des amas. 
L'algebre amassee Aq est la sous-algebre de J 7 engendree par les variables d'amas. 
Clairement, si (R,u) est une graine associee a Q, l'isomorphisme naturel 

Q(ui, ...,u n )^ Q(xi, . . . ,x n ) 

induit un isomorphisme de .Ar sur Aq qui preserve les variables d'amas et les amas. 
L'algebre amassee Aq est done un invariant de la classe de mutation de Q. II est 
utile d'introduire un objet combinatoire qui code la construction recursive des graines : 
le graphe d'echange. Par definition, ses sommets sont les classes d'isomorphisme de 
graines (les isomorphismes renumerotent les sommets et les variables) et ses aretes 
correspondent aux mutations. Par exemple, le graphe d'echange obtenu a partir du 



X 2 
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carquois Q : 1 



2 



3 est le 1-squelette de l'associaedre de Stasheff [97J [19j: 



o 



\ 



/ 



o 



o 




./A 



o 



o 



o 



o 



Le sommet 1 correspond a la graine initiale et les sommets 2 et 3 aux graines 12.2.21 

Fixons un bon carquois connexe Q. Si son graphe sous-jacent est un diagramme de 
Dynkin simplement lace de type A, nous disons que Q est un carquois de Dynkin de 
type A. 

Theoreme 2.1 ([39]). - (a) Toute variable d'amas de Aq est un polynome de Lau- 
rent a coefficients entiers |38| . 

(b) L'algebre amassee Aq n'a qu'un nombre fini de variables d'amas si et seulement si 
Q est equivalent par mutation a un carquois de Dynkin. Dans ce cas, le graphe A 
sous-jacent a ce carquois est unique et s'appelle le type amasse de Q. 

(c) Si Q est un carquois de Dynkin de type A, alors les variables d'amas non initiales 
de Aq sont en bisection avec les racines positives du systeme de racines $ de A ; 
plus precis ement, si oi\, . . . , a n sont les racines simples, alors pour toute racine 
positive a = d\a\ + • • • + d n a n , il existe une unique variable d'amas non initiale 
X a de denominateur xf 1 ■ ■ ■ xff . 

Un monome d'amas est un produit de puissances positives de variables d'amas qui ap- 
partiennent toutes au meme amas. La construction d'une «base canonique» de l'algebre 
amassee Aq est un probleme important et encore tres largement ouvert, voir par ex- 
emple [HS] [20] [Hi- On s'attend a ce qu'une telle base contienne tous les monomes 
d'amas, d'ou la conjecture : 

CONJECTURE 2.2 Q39J). - - Les monomes d'amas sont lineairement independants sur 
le corps Q. 

Si Q est un carquois de Dynkin, on sait |15] que les monomes d'amas forment une 
base de Aq. Si Q est acyclique, c'est-a-dire n'admet aucun cycle oriente, la conjec- 
ture resulte d'un theoreme de Geiss-Leclerc-Schroer [17], qui montrent l'existence d'une 
«base generique» contenant les monomes d'amas. La conjecture a aussi ete demontree 
pour des classes d'algebres amassees a coefficients (voir la section [3]), par exemple dans 
les travaux [33] [17] [21]. 
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CONJECTURE 2.3 Q39J). - - Les variables d'amas s'ecrivent comme des polyndmes de 
Laurent a coefficients entiers positifs en les variables de tout amas. 

La categorification monoi'dale developpee par Leclerc [80] et Hernandez-Leclerc [58] 
(voir la section 14. 3p a permis recemment de montrer cette conjecture d'abord pour les 
carquois de type A n et D4, voir [58], puis pour tout carquois admettant une orientation 
bipartite [57] . c'est-a-dire une orientation ou tout sommet est une source ou un puits. 
Elle est demontree de fagon combinatoire par Musiker- Scruffier- Williams [86] pour tous 
les carquois associes a des surfaces a bord marquees [37] et par Di Francesco-Kedem 
[25J pour les carquois associes au T-systeme de type A. 

Nous renvoyons a [10] et [32] pour de nombreuses autres conjectures sur les algebres 
amassees et a [22J pour la solution d'une bonne partie de ces conjectures grace a la 
categorification (voir la section I4~4"|) . 

2.3. F-graines, application a la conjecture de periodicite 

Soient n > 1 un entier et Q le corps Q(j/i, . . . , y n ) engendre par des indeterminees j/j. 
Une Y-graine est un couple (R, v), ou R est un bon carquois et v une suite Vi, . . . , v n 
qui engendre librement le corps Q (nous nous ecartons quelque peu de la definition dans 
[42]). Si (R,v) est une F-graine et k un sommet de R, la mutation fik(R,v) est la 
F-graine (R',v'), ou R' = fAk(R) et 

si i = k, 

[1 + Vk) m si le nombre de fleches % — >■ k est m > 1, 
'1 + v Z V )~ rn si le nombre de fleches k — V i est m > 1, 
sinon. 

Par exemple, les F-graines obtenues a partir de y\ — > y% par mutation sont, en ecrivant 
les variables Vi a la place des sommets i : 

J_ ^_ ym \ ^2 / y2 y 1 + yi \ tn ( 1 + m + ym ^_ 1 



v' 




yi 1 + 2/1/ V 1 + 2/1 + 2/12/2 2/2 / V 2/2 2/1(1 + 2/2) 

& ( — ->■ 2/i(l + y 2 ) J ^> (2/2 +- 2/i) • 
V2/2 / 

Les F-graines jouent un role important dans la theorie de Teichmiiller superieure de 
Fock-Goncharov [30] [34] et dans l'etude par Kontsevich-Soibelman [75] des invariants 
de Donaldson-Thomas des carquois a potentiel [23]. Elles sont liees aux X-graines par 
des conjectures de dualite [30] etudiees systematiquement par Fomin-Zelevinsky dans 
[42] . En particulier, dans [42], les auteurs montrent que les deux types de graines se 
determinent mutuellement si, en meme temps que Aq, on considere aussi Aq, ou Q est 
V extension principale de Q obtenue a partir de Q en rajoutant de nouveaux sommets 
n + 1, . . . , 2n et une nouvelle fleche (n + i) — > i pour tout 1 < i < n. Ces liens 
combines avec la categorification additive (voir section 14. ip ont permis recemment une 
application des algebres amassees a l'etude de systemes dynamiques discrets issus de la 
physique mathematique. 
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Soient A et A' deux diagrammes de Dynkin simplement laces. Notons 1, . . . ,n et 
1, . . . ,n' leurs sommets et A et A' leurs matrices d'incidence, le coefficient en position 
(i, j) valant 1 s'il existe une arete entre i et j et sinon. Notons h et h! les nombres de 
Coxeter de A et A'. Le Y-systeme associe a A et A' est un systeme infini d'equations 
de recurrence en des variables Yijj associees aux sommets du produit A x A' et 
dependant d'un parametre de temps discret t G Z. Les equations du F-systeme sont 



(2.3.1) Yi,v,t-iYi 



i,i',t+l 



-1 \ a I / 



nj=i(i+^.t 

pour tout sommet (i,i') du produit et tout entier t. 

THEOREME 2.4. - - Toutes les solutions du Y-systeme sont periodiques par rapport au 
parametre t de periode divisant 2{h + h'). 

Ce theoreme vient confirmer la « conjecture de periodicite» formulee par Al. B. Za- 
molodchikov |1031 (12)] pour A' = Ax, par Kuniba-Nakanishi [77] (2a)] pour A' = A m 
et par Ravanini-Valleriani-Tateo [90, (6.2)] dans le cas general. Le theoreme a ete 
demontre 

— pour (A n , Ax) par Frenkel-Szenes [13] (qui donnent des solutions explicites) et par 
Gliozzi-Tateo |56| (a l'aide de calculs de volumes de 3-varietes) ; 

— par Fomin-Zelevinsky jH] pour (A, Ax), ou A n'est pas necessairement simplement 
lace (ils utilisent les methodes de leur theorie des algebres amassees et un calcul 
sur ordinateur pour les types exceptionnels; ce calcul peut etre evite maintenant 
grace a |102 ) ; 

— pour (A n ,A m ) par Volkov [100J, qui construit des solutions explicites grace a des 
considerations de geometrie projective elementaire, et par Szenes [98] , qui inter- 
prete le systeme comme un systeme de connexions plates sur un graphe; la demon- 
stration d'un enonce equivalent est due a Henriques [ST] ; 

— pour (A, A') quelconques dans [70] |73] a l'aide de la categorification additive, voir 
la section 14.11 

Pour des diagrammes non simplement laces A et A', deux variantes generalisees de 
la conjecture existent : la premiere se ramene au theoreme 12.41 par la technique du 
« phage », voir [H] ; la deuxieme, formulee par Kuniba-Nakanishi [77] (2a)] et Kuniba- 
Nakanishi-Suzuki [78] B.6], fait intervenir le double de la somme des nombres de Coxeter 
duaux (voir par exemple le chapitre 6 de |67| ) ; elle a ete demontree dans [62] [63] . 



3. ALGEBRES AMASSEES A COEFFICIENTS 



Nous allons generaliser legerement la definition donnee a la section |2] pour obtenir 
la classe des « algebres amassees antisymetriques de type geometrique». Cette classe 
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contient de nombreuses algebres d'origine geometrique munies de « bases duales semi- 
canoniques». La construction d'une grande partie d'une telle base est l'une des appli- 
cations les plus remarquables des algebres amassees. 

Nous renvoyons a |32j pour la definition des « algebres amassees antisymetrisables a 
coefficients dans un semi-corps », qui constituent la classe la plus generale consideree 
jusqu'a maintenant. 

3.1. Definition 

Soient 1 < n < m des entiers. Soit Q un carquois glace de type (n, m), c'est-a-dire un 
bon carquois a m sommets et qui ne comporte aucune fleche entre sommets i,j tous les 
deux strictement plus grands que n. La partie principale de Q est le sous-carquois plein 
Q dont les sommets sont 1, . . . , n (un sous-carquois est plein si, avec deux sommets, il 
contient toutes les fleches qui les relient). Les sommets n + 1, . . . , m sont les sommets 
geles. L'algebre amassee associee au carquois glace Q 



est definie de la meme fagon que l'algebre amassee associee a un carquois (section [2]) 
sauf que 

— seules les mutations par rapport a des sommets non geles sont admises et aucune 
fleche entre sommets geles n'est introduite lors des mutations ; 

— les variables x n+ i, . . . , x m , qui font partie de tous les amas, sont appelees coeffi- 
cients plutot que variables d'amas ; 

— le type amasse du carquois glace est celui de sa partie principale (s'il est defini). 

Souvent, on considere des localisations de Aq obtenues en inversant certains des coef- 
ficients. Si K est une extension de Q et A une i^-algebre (associative avec 1), une 
structure d'algebre amassee a coefficients de type Q sur A est la donnee d'un isomor- 
phisme (f de Aq ®q K sur A. Un tel isomorphisme est determine par les images des 
coefficients et des variables de la graine initiale <p(xi), 1 < i < m. Nous appellerons 
graine initiale de A la donnee du carquois Q et des ip(xi). 

3.2. Exemple : le cone sur la grassmannienne des plans d'un espace vectoriel 

Soit n > 1 un entier. Soit A l'algebre des fonctions polynomials sur le cone au- 
dessus de la grassmannienne des plans de C n+3 . Cette algebre est engendree par les 
coordonnees de Pliicker X{j, l<i<j<n + 3, assujetties aux relations de Pliicker : 
pour tout quadruplet d'entiers i < j < k < I compris entre 1 et n + 3, nous avons 

(3.2.1) XifcXji XijXki -\- XjkXn- 




Aq C Q(xi, ...,x m ) 
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Notons que les monomes dans cette relation sont naturellement associes aux diagonales 
et aux cotes du carre 

i :i 




I k 



L'idee est d'interpreter cette relation comme une relation d'echange dans une algebre 
amassee (a coefficients). Pour decrire cette algebre, considerons, dans le plan affine 
euclidien, un polygone regulier P dont les sommets sont numerates de 1 a n + 3. Con- 
siderons la variable comme associee au segment [ij] joignant les sommets i et j. 

PROPOSITION 3.1 ( [391 Example 12.6]). — L'algebre A a une structure d'algebre 
amassee a coefficients telle que 

- les coefficients soient les variables x^ associees aux cotes de P ; 

- les variables d'amas soient les variables Xij associees aux diagonales de P ; 

- les amas soient les n-uplets de variables d'amas correspondant a des diagonales 
qui forment une triangulation de P. 

En outre, les relations d'echange sont exactement les relations de Pliicker et le type 
amasse est A n . 

Une triangulation de P determine une graine initiale pour l'algebre amassee et les 
relations d'echange verifiees par les variables d'amas initiales determinent le carquois 
glace Q. Par exemple, on verifie que, dans le dessin suivant, la triangulation et le 
carquois glace (dont les sommets geles sont entoures de boites) se correspondent 




De nombreuses autres algebres de coordonnees (homogenes) de varietes algebriques 
classiques admettent egalement des structures d'algebres amassees (superieures, voir la 
section 133]) . notamment les grassmanniennes [95] et les doubles cellules de Bruhat [7]. 
Certaines de ces algebres n'ont qu'un nombre fini de variables d'amas et done un type 
amasse bien defini. Voici quelques exemples extraits de |40j, ou iV est un sous-groupe 
unipotent maximal : 



Gr 2>n +3 


Gr 3fi 


Gr 3J 


Gr 3 ^ 8 


SL 3 /N 


SL A /N 


SL 5 /N 


Sp 4 /N 


SL 2 


SL 3 


A n 


D 4 


Ee 


E 8 


A x 


A 3 


D 6 


B 2 


Ax 


D 4 



Un analogue de la proposition 13. II pour les doubles cellules de Bruhat reduites [8] est 
du a Yang et Zelevinsky [102J . lis obtiennent ainsi une algebre amassee (a coefficients 
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principaux) avec une description explicite des variables d'amas pour tout diagramme 
de Dynkin. 

3.3. Exemple : le sous-groupe unipotent maximal de SL(n + 1,C) 

Soient n un entier positif et N le sous-groupe de SL(n + 1,C) forme des matrices 
triangulares superieures dont les coefficients diagonaux sont tous egaux a 1. Pour 
1 < h 3 < n + 1 et g G N, soit Fij(g) la sous-matrice carree de taille maximale de g qui 
comporte le coefficient g^ dans son coin inferieur gauche. Soit fij(g) le determinant de 
Fij(g). Nous considerons les fonctions polynomiales /y : N — >■ C pour 1 < % < n et 
i+j < n + 2. L'algebre amassee superieure associee a un carquois glace Q am sommets 
est la sous-algebre de Q(xi, . . . ,x m ) formee des elements qui s'expriment comme des 
polynomes de Laurent en les variables de tout amas associe a Q. 

THEOREME 3.1 ([7]). — L'algebre des fonctions polynomiales C[N] a une structure 
d'algebre amassee superieure dont la graine initiale est donnee par 




fn,2 

II n'est pas difficile de verifier que cette structure est de type amasse A 3 pour n = 3, 
Dq pour n = 4 et qu'elle a une infinite de variables d'amas pour n > 5. 

Un theoreme de Fekete |27j, generalise dans [6j, affirme qu'une matrice carree a n + 1 
lignes et a coefficients reels est totalement positive (i.e. tous ses mineurs sont > 0) 
si les (n + l) 2 mineurs suivants sont strictement positifs : tous les mineurs formes des 
k premieres lignes et de k colonnes consecutives pour 1 < k < n+1. Une matrice g E N 
a coefficients reels est totalement positive si tous les mineurs non identiquement nuls 
sur N sont strictement positifs en g. Cette condition est equivalente a ce que l'on ait 
fij(g) > pour les de la graine initiale du theoreme. Comme les relations d'echange 
ne font pas intervenir de soustraction, tout amas non initial C donne egalement un 
critere de positivite : la matrice g G iV est totalement positive si et seulement si Ton a 
Uij(g) > pour toute variable d'amas dans C. 
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3.4. Exemple d'application aux bases duales semi-canoniques 

L'exemple 13.31 se generalise. Soit, en effet, G un groupe algebrique semi-simple com- 
plexe et N un sous-groupe unipotent maximal de G. Alors d'apres [7], l'algebre C[N] 
est munie d'une structure canonique d'algebre amassee superieure. Soit n l'algebre 
de Lie du groupe algebrique N. Dans |83| . Lusztig construit une base distinguee, la 
base semi- canonique, de (l'espace vectoriel complexe sous-jacent a) l'algebre envelop- 
pante U(n). Le dual restreint de la cogebre U(n) est canoniquement isomorphe a C[iV], 
qui est done muni de la base duale de celle construite par Lusztig, appelee base duale 
semi- canonique. 

Theoreme 3.2 (Geiss-Leclerc-Schroer [49]). - - Tout monome d'amas deC[N] (munie 
de la structure d'algebre amassee du theoreme Iff. 1\) fait partie de la base duale semi- 
canonique. 

Notons que ce theoreme implique la conjecture 12.21 sur l'independance des monomes 
d'amas pour cette classe d'algebres amassees. L'algebre U(n) est egalement munie de 
la base canonique obtenue par specialisation a partir de la base canonique |68] |81| du 
groupe quantique U q (n). 

Theoreme 3.3 (Geiss-Leclerc-Schroer [48]). — Pour G = SL(n + l,C), la base cano- 
nique coincide avec la base semi- canonique de U(n) si et seulement si n < 4. 

Neanmoins, Geiss-Leclerc-Schroer conjecturent qu'au moins les «parties rigides» des 
bases duales canonique et semi-canonique coincident. Plus precisement, un cas parti- 
culier de la conjecture 23.2 de [47j nous donne la conjecture qui suit. 

Conjecture 3.4 (Geiss-Leclerc-Schroer [47]). - - Tout monome d'amas de C[N] ap- 
partient aussi a la base duale canonique. 

Dans un travail de longue haleine qui a abouti a [47J, Geiss-Leclerc-Schroer ont 
generalise les theoremes 13.11 et 13.21 de l'algebre C[N] aux algebres de coordonnees de 
cellules unipotentes de groupes de Kac- Moody simplement laces. Nous renvoyons a [51J 
pour une introduction et une synthese des resultats dans le cas fini, et a [21] pour une 
extension (partielle) au cas non simplement lace. 

4. CATEGORIFICATIONS 

Les demonstrations du theoreme de periodicite (Theoreme I2.4p et du theoreme sur la 
base duale semi-canonique (Theoreme 13. 2p s'appuient sur la «categorification additive » 
des algebres amassees ; celle des cas connus de la conjecture de positivite l2.3l sur la «cate- 
gorification monoi'dale». Nous allons esquisser les idees principales de ces methodes. 
La section |4~41 est consacree a la methode de la categorification a l'aide des «carquois 
a potentiel». A ce jour, e'est la seule methode qui permette de traiter des algebres 
amassees associees a des carquois finis arbitraires (sans boucles ni 2-cycles). 
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4.1. Categorification additive : la categorie amassee 

Soit Q un carquois fini d'ensemble de sommets {1, . . . ,n}. Un chemin de Q est une 
composition formelle {j\a s \ . . . \ai\i) d'un nombre s positif ou nul de fleches «j telle 
que = t(aj_i) pour 1 < % < s. En particulier, pour tout sommet i, nous avons 

le chemin paresseux Ci = de longueur nulle, neutre pour la composition naturelle 
des chemins. Une representation (complexe) de Q est la donnee V d'espaces vectoriels 
complexes de dimension finie Vi, i G Qo, et d'applications lineaires V a : Vi — > Va- 
pour toute fleche a : i — > j de Q. Une representation est done un diagramme d'espaces 
vectoriels de la forme donnee par Q. Un morphisme de representations est un morphisme 
de diagrammes. On obtient ainsi la categorie rep(Q) des representations de Q. C'est 
une categorie abelienne equivalente a la categorie des modules de C-dimension finie sur 
une algebre, a savoir I'algebre des chemins CQ (une base de cette algebre est formee 
des chemins de Q ; le produit de deux chemins composables est leur composition, le 
produit de chemins non composables est nul). En particulier, nous avons des notions 
naturelles de sous-representation, de representation simple, de somme directe et de 
representation indecomposable (= representation non nulle qui n'est pas somme directe 
de deux sous-representations non nulles). 

Supposons que Q est un carquois de Dynkin de type A. Alors d'apres le theoreme de 
Gabriel [45], on a une bijection de l'ensemble des classes d'isomorphisme de representa- 
tions indecomposables de Q sur l'ensemble des racines positives de A ; a une represen- 
tation indecomposable V, cette bijection associe la racine ^]™ =1 (dim V^)aj, oil les 
sont les racines simples. En composant cette bijection avec celle de la partie c) du 
theoreme l2.1l de Fomin-Zelevinsky, nous obtenons une bijection de l'ensemble des classes 
d'isomorphisme de representations indecomposables sur l'ensemble des variables d'amas 
non initiales de I'algebre amassee Aq : a une representation indecomposable V, cette 
bijection associe l'unique variable d'amas non initiale Xy dont le denominateur est 
xf 1 ■ ■ ■ x^\ ou di = dimVi. II est remarquable que le numerateur de Xy admette aussi 
une interpretation naturelle en termes de la representation V. Pour expliciter cette 
interpretation, nous avons besoin de quelques notations supplementaires : soient V une 
representation quelconque de Q et dj = dimV^, % G Qq. Pour un element e G N n , 
notons Gr e (V) l'ensemble des sous-representations U de V telles que oVrnvUi = e^. La 
donnee d'un point de Gr e (V) est done la donnee d'une famille de sous-espaces vecto- 
riels Ui C Vi telle que Ui soit de dimension e« et que V a {Ui) C Uj pour toute fleche 
a : i — > j de Q. Cette description montre que Gr e (V) est une sous-variete fermee du 
produit des grassmanniennes Gr ei (Vi). En particulier, c'est une variete projective (sin- 
guliere en general). Elle est appelee grassmannienne des sous-representations (quiver 
Grassmannian) et etudiee dans [16], par exemple. On note x{Gr e (Vi)) la caracteristique 
d'Euler-Poincare de son espace topologique sous-jacent. Posons 



CC(V) 



x 



,di 
1 



n e i=l 
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ou les sommes dans l'exposant portent sur les fleches de but i respectivement de source i. 

THEOREME 4.1 (Caldero-Chapoton |12]). - - Si V est indecomposable, nous avons 
X V = CC(V). 

Notons que la formule pour CC(V) a un sens pour toute representation de tout 
carquois fini Q. Supposons maintenant que Q est un carquois sans cycles orientes 
quelconque. Une representation V de Q est rigide si son groupe d'auto-extensions 
Ext 1 (V, V) dans la categorie rep(Q) s'annule. La partie c) du theoreme 12. li ne s'applique 
plus, mais nous avons neanmoins une parametrisation des variables d'amas non initiales 
en termes de representations de Q. 

Theoreme 4.2 ([14]). — L' application V h-> CC(V) induit une bisection de V ensemble 
des classes d'isomorphisme de representations rigides indecomposables de Q sur 
V ensemble des variables d'amas non initiales de Aq. 

Ce theoreme fournit une interpretation categorique de la quasi-totalite des variables 
d'amas de l'algebre amassee. II se pose la question d'etendre cette interpretation aux 
variables initiales, aux relations d'echange et aux amas. Pour ce faire, on agrandit 
let CcltjG gorie des representations : soit Dq la categorie derivee bornee de la categorie 
abelienne rep(Q). Les objets de T>q sont done les complexes bornes de representations 
et ses morphismes sont obtenus a partir des morphismes de complexes en inversant 
formellement les quasi-isomorphismes. La categorie T>q est une categorie triangulee ; 
on note £ son foncteur suspension (qui n'est autre que le foncteur de decalage des 
complexes X X[l]). Les ensembles de morphismes de T>q sont des espaces vectoriels 
de dimension finie et T>q admet un foncteur de Serre, e'est-a-dire une auto-equivalence 
S : T>q — > T>q telle qu'on ait des isomorphismes bifonctoriels 

D Hom(X, Y) = Hom(F, SX) , 

ou D = Hom<c(?, C) est la dualite des espaces vectoriels complexes. La categorie amassee 
est la categorie d'orbites 

C Q = VqKS- 1 o Y?f 

de T>q sous Faction du groupe cyclique engendre par l'automorphisme S'~ 1 oS 2 . Elle est 
due a Buan-Marsh-Reineke-Reiten-Todorov jl] et, de fagon independante et sous une 
forme tres differente, a Caldero-Chapoton-Schiffler |T3] pour les carquois de Dynkin de 
type A. La categorie Cq est canoniquement triangulee [72]. Ses espaces de morphismes 
sont de dimension finie et son foncteur de Serre (induit par S) est isomorphe au carre 
de son foncteur suspension (induit par E). Cela signifie que Cq est Calabi-Yau de 
dimension 2. Notons it : T>q — > Cq le foncteur de projection canonique et 

Ext 1 (L,M) = Hom(L,SM) 

pour des objets L et M de Cq. Grace a la propriete de Calabi-Yau, on a D Ext 1 (L,M) = 
Ext 1 (M, L). On appelle rigide un objet L tel que Ext 1 (L,L) s'annule. Notons Pi la 
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representation qui correspond au CQ-module CQei, i 6 Qo- On peut montrer |3] que 
tout objet L de Cq se decompose de fagon unique (a isomorphisme pres) sous la forme 

L = tt(M) © S 7 r(P i ) Wi , 

pour une representation M et des multiplicites m;. On pose 

CC{L) = CC{M) Yl xT- 

Theoreme 4.3 (|H]). - a) On a CC(L © M) = CC{L) ■ CC{M) pour tous L et 
M dans Cq, 

b) si L et M sont des objets de Cq tels que Ext 1 (L, M) soit de dimension 1 et 

E -> M ^ SL etM-^E'^L^r SM 
soient deux triangles non scindes, on a 
(4.1.1) CC(L) ■ CC{M) = CC{E) + CC(E'). 

c) L' application CC induit une bisection de V ensemble des objets rigides de Cq sur 
V ensemble des monomes d'amas de Aq. 

d) Par cette bisection, les objets rigides indecomposables correspondent aux variables 
d'amas, et un ensemble d'indecomposables rigides T\, T n correspond a un 
amas si et seulement si Ext 1 (Tj, Tj) = pour tous i, j. 

Les proprietes a) et b) fournissent une interpretation des relations d'echange. La 
demonstration du theoreme est fondee sur le travail de plusieurs groupes d'auteurs : 
Buan-Marsh-Reiten-Todorov [5j, Buan-Marsh-Reiten Buan-Marsh-Reineke- 
Reiten-Todorov [4|, Marsh- Reineke-Zelevinsky |84j . ... et surtout Caldero-Chapoton 
[12J. Une autre demonstration de la formule de multiplication l4Tl.ll est due a Hubery 
[59J pour des carquois dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin etendu, 
et a Xiao-Xu |101] dans le cas general. 

La construction de la categorie amassee a ete generalisee des algebres CQ a une 
classe d'algebres de dimension globale 2 par Amiot [lj. Une version generalisee de 
l'application de Caldero-Chapoton et de la formule de multiplication 14.1.11 est due a 
Palu |89| . L'extension des resultats de Palu au cas de certaines algebres amassees a 
coefficients est obtenue dans |44] . La mutation dans une categorie 2-Calabi-Yau generale 
est construite par Iyama-Yoshino |65] . La demonstration du theoreme de periodicite 12.41 
dans |7U| |73| est fondee sur ces travaux. 

4.2. Categorification additive : modules sur les algebres preprojectives 

Nous allons decrire l'idee de base de la demonstration du theoreme 13.21 Soient A 
un diagramme de Dynkin, g l'algebre de Lie simple complexe qui lui correspond et 
n une sous-algebre nilpotente maximale de g. Soit iV le groupe algebrique unipotent 
associe a n. L'algebre de coordonnees C[N] est le dual restreint de la cogebre U(n). 
La base duale semi-canonique de l'algebre C[N] est duale de la base semi-canonique de 
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U(n) construite par Lusztig [83J. Dans un premier temps, nous allons decrire (suivant 
[49J) la base duale semi-canonique en termes de modules sur l'algebre preprojective : 
soit Q un carquois de Dynkin de type A. Soit Q le double carquois, obtenu a partir 
de Q en rajoutant une fleche a* : j — > % pour chaque fleche a : % —tj. Soit A 
l'algebre preprojective de Q, c'est-a-dire le quotient de l'algebre des chemins CQ (voir 
la section |4~T|) par l'ideal bilatere engendre par la somme ^[a,a*] prise sur l'ensemble 
des fleches de Q. C'est une algebre de dimension finie sur C qui est auto-injective 
(c'est-a-dire injective comme module sur elle-meme). Appelons A-module un A-module 
a gauche de dimension finie sur C. Pour un tel module M, son vecteur dimension est la 
suite des entiers dimejM, i e Q . Soit d une famille d'entiers positifs indexes par Q . 
On note rep (A, d) la variete formee des families de matrices 

qui verifient les relations de A, c'est-a-dire definissent une structure de A-module sur 
la somme directe des C di , i G Qo- La variete rep(A, d) porte une action naturelle par 
«changement de base» du groupe Gd = Y\GL(di,C) et les orbites de cette action 
sont en bijection avec les classes d'isomorphisme de A-modules de vecteur dimension d. 
Notons M.d l'espace vectoriel des fonctions constructibles et GVinvariantes sur la variete 
rep(A, <i). Notons U(n)d la composante graduee de U(n) associee au vecteur ^diCti, ou 
les Qij sont les racines simples. Lusztig [S3] a defini une injection lineaire de U(n)d 
dans Aid- Chaque A-module M definit une forme lineaire sur Aid, a savoir la forme qui, 
a une fonction /, associe sa valeur f(M) en l'orbite determinee par M. Par composition, 
le module M nous donne une forme lineaire 

6 M : U(n) d HMd^C 

Or nous avons l'isomorphisme canonique i : U(n) d — > C[N]d- Comme dans |49] . nous 
posons ifiM = l{&m)- Nous obtenons ainsi une application M \- > ifM de la classe 
des A-modules dans l'algebre C[7V]. On peut expliciter cette application en termes 
de caracteristiques d'Euler-Poincare de varietes de drapeaux de sous-representations 
de M, voir [49J. Cette description montre que l'application M i— )■ tpM est constructible 
sur la variete algebrique rep(A, d). Done chaque composante irreductible de cette variete 
contient un ouvert dense ou la fonction M i— > <fM est constante. On appelle generiques 
les modules M appartenant a de tels ouverts. Alors la base duale semi-canonique n'est 
autre que 

{tpM | M est generique}. 
Un module M est rigide si l'espace Ext 1 (M,M) s'annule. De fagon equivalente [49], 
l'orbite de M dans rep(A, d), ou d est le vecteur dimension de M, est ouverte. En 
particulier, si M est rigide, alors il est generique et la fonction Lp M appartient a la 
base duale semi-canonique. Pour montrer le theoreme 13. 2} il suffit done de montrer que 
chaque monome d'amas est de la forme tp^ pour un module rigide M. Pour cela, on 
procede par recurrence : on montre [50] que les elements de la graine initiale sont des 
images de modules rigides indecomposables canoniques T^°\ T 2 , Tm ■ Puis on 
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releve l'operation de mutation des amas a une classe convenable de suites Xi, . . . , T m 
de modules rigides indecomposables. Appelons accessibles les modules rigides dont les 
facteurs directs indecomposables sont obtenus par mutation iteree a partir de la suite 
T[ , T% , Tm . Le theoreme suivant est l'analogue precis du theoreme 14.31 Ses 
parties a) et b) permettent de relier la mutation des amas a la mutation des modules 
rigides et done d'effectuer la recurrence qui termine la demonstration du theoreme 13.21 

Theoreme 4.4 (Geiss-Leclerc-Schroer [19]). — On a 

a) <£l®m = <fLfM, 

b) Si Ext 1 (L,M) est de dimension 1 et que Von a les suites exactes non scindees 

L ->• E ->• M ->• etO^M^E'^L^O, 

alors on a tpL<pM — ^Pe + <Pe' ■ 

c) L 'application M h-> Lp M induit une bijection de V ensemble des classes d'isomorphisme 
de modules rigides accessibles sur V ensemble des monomes d'amas. 

d) Les rigides indecomposables accessibles correspondent aux variables d'amas et une 
suite T\, . . . , T m de tels modules correspond a un amas si et seulement si Von a 
Ext 1 (Ti,Tj) = pour tous i et j. 

4.3. Categorification monoidale 

Les categorifications additives decrites ci-dessus se sont averees tres utiles et on sait 
les construire pour de grandes classes d'algebres amassees. De l'autre cote, elles sem- 
blent difficiles a exploiter pour demontrer la conjecture de positivite I2.3[ et la notion 
meme de categorification additive semble peu naturelle. La categorification monoidale, 
introduite par Leclerc [80] et Hernandez-Leclerc [58], consiste a realiser une algebre 
amassee comme l'anneau de Grothendieck d'une categorie abelienne monoidale. Elle 
est done tres naturelle. En outre, comme nous allons le voir, son existence donne im- 
mediatement la conjecture de positivite 12.31 (et la conjecture d'independance |2T2"|) . De 
l'autre cote, les categorifications mono'idales semblent tres difficiles a construire. 

Les notions suivantes [80J sont fondamentales pour la suite : un objet simple S d'une 
categorie abelienne monoidale est premier s'il n'admet pas de factorisation tensorielle 
non triviale ; il est reel si son carre tensoriel est encore simple. 

Soient A une algebre amassee a coefficients et A% son sous-anneau engendre par les 
variables d'amas et les coefficients. Suivant [58j, une categorification monoidale de A 
est la donnee d'une categorie abelienne monoidale M. et d'un isomorphisme d'anneaux 

if : A z A K (M) 

tel que ip induise 

a) une bijection de l'ensemble des monomes d'amas sur l'ensemble des classes d'objets 
simples reels de M. et 

b) une bijection de l'ensemble des variables d'amas et des coefficients sur l'ensemble 
des classes d'objets simples, reels et premiers de Ai. 
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Le tableau suivant, extrait de [80], resume les correspondances entre les structures 
associees a une algebre amassee et leurs relevements dans une categorification additive 
respect ivement monoi'dale. 



algebre amassee A 


categorification additive C 


categorification mono'idale Ai 


+ 

X 

monome d'amas 
variable d'amas 


? 

© 

objet rigide 
indecomposable rigide 


© 
© 

objet simple reel 
simple premier reel 



L'existence d'une categorification monoi'dale Ai d'une algebre amassee A a des con- 
sequences tres fortes pour A : en effet, l'algebre A est alors munie d'une «base 
canonique», a savoir la base fournie par les objets simples de Ai et cette base con- 
tient les monomes d'amas car ceux-ci correspondent bijectivement aux classes dans 
K (Ai) de certains objets simples. En particulier, la conjecture d'independance est 
verifiee pour A. De meme, la conjecture de positivite est verifiee pour A. En effet, si 
on exprime une variable d'amas x comme polynome de Laurent 

P(ui, . . .,u m ) 



X 



en les variables d'un amas U\, . . . , u m , alors les coefficients de P sont les multiplicity de 
certains objets simples dans la classe du produit tensoriel ^(iwf 1 ■ • ■w^r) et sont done 
des entiers positifs. 

L'existence d'une categorification monoi'dale ip : A% — > Kq(M) donne egalement des 
renseignements precieux sur la structure mono'idale de Ai : en effet, elle montre que 
le comportement des objets simples reels de Ai est gouverne par la combinatoire des 
amas de A. 

Dans |58| . Hernandez-Leclerc exhibent des categorifications monoi'dales conjecturales 
Aii pour les algebres amassees Ai associees a certains carquois glaces Q(A, I), ou A est 
un diagramme de Dynkin simplement lace et I G N un « niveau ». Voici l'exemple du 
carquois Q(D^, 3), ou les sommets geles sont marques par des •. 




Hernandez-Leclerc construisent les categories Aii comme des sous-categories monoi'dales 
de la categorie des representations de dimension finie de l'algebre affine quantique U q (o) 
associee a A. lis construisent un morphisme d'anneaux tp : (Ai)z — > K (Aii) qui envoie 
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les variables de l'amas initial sur les classes de certains modules de Kirillov-Reshetikhin 
et conjecturent que ip est une categorification mono'idale de A\ (Conjecture 13.2 de 
[58J). lis demontrent leur conjecture pour I < 1 et A de type A n , n > 1, ou D4 ainsi 
que pour A de type A2 et I = 2 (et observent que pour A = A\ et tout I G N, la 
conjecture resulte du travail de Chari-Pressley [20J). 

Dans |87| . Nakajima construit des categorifications monoi'dales conjecturales Mi pour 
les carquois Q(R, I) associes a un carquois R bipartite et un niveau / G N. Les categories 
Mi sont realisees comme des categories de faisceaux pervers sur des varietes de carquois 
gradues [88] munies du produit tensoriel construit geometriquement dans [99j. Si R 
est un carquois de Dynkin et / = 1, la categorie Mi est equivalente a Mil et Nakajima 
demontre qu'elle est une categorification mono'idale de l'algebre Ai confirmant ainsi la 
conjecture de Hernandez-Leclerc. Pour un carquois bipartite R quelconque et I = 1, 
il montre que l'anneau {Ai)i se plonge dans Kq(Mi) de telle fagon que les monomes 
d'amas sont envoyes sur des objets simples. Ceci entraine la conjecture de positivite 
pour Ai. 

4.4. Categorification via les carquois a potentiel 

Inspires par des travaux de physiciens (voir par exemple la section 6 dans [29J) 
Derksen-Weyman-Zelevinsky ont etendu [23J l'operation de mutation des carquois aux 
carquois a potentiel et leurs representations decorees. Decrivons brievement ces notions 
en suivant [23]. Soit en effet Q un carquois fini. Notons CQ l'algebre des chemins com- 
pletee, c'est-a-dire la completion de CQ par rapport a l'ideal bilatere engendre par les 
fleches de Q. L'espace <CQ admet done une base topologique formee de tous les chemins 
de Q. L'homologie de Hochschild continue HH (CQ) est le complete de l'espace quo- 
tient de CQ par le sous-espace [CQ, CQ] engendre par tous les commutateurs. II admet 
une base topologique formee de tous les cycles de Q, c'est-a-dire les orbites sous Paction 
du groupe cyclique Z/tZ de chemins cycliques de longueur t > 0. Pour chaque fleche a 
de Q, la derivee cyclique j9l] est l'unique application lineaire continue 

d a : HH (CQ) -> 

qui envoie la classe d'un chemin p sur la somme vu prise sur toutes les decompositions 
p = uav en des chemins u et v de longueur superieure ou egale a zero. Soit W un 
potentiel sur Q, c'est-a-dire un element de HH (CQ). L'algebre de Jacobi V(Q, W) est 
la completion du quotient de CQ par l'ideal bilatere engendre par les derivees cycliques 
d a W, ou a parcourt les fleches de Q. Une representation decoree (M, V) de (Q, W) est 
formee d'un module M sur V(Q, W) et d'une famille d'espaces vectoriels Vi, i G Qo, 
ou M et les Vi sont supposes de dimension finie sur C. Par exemple, si Q n'a pas de 
cycles orientes (et done W = et V(Q, W) = CQ), toute representation decoree (M, V) 
four nit un objet 

tt(M) © &r(y< ® c Pi) 
de la categorie amassee (voir la section |4TT|) . 
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Dans |23| et [22], Derksen-Weyman-Zelevinsky construisent et etudient l'operation 
de mutation pour les carquois a potentiel et leurs representations decorees. Des dim- 
cultes techniques nombreuses et subtiles sont dues au fait que cette operation n'est ni 
fonctorielle ni definie partout. Ceci est aussi la raison pour laquelle les representations 
decorees ne forment pas, en general, une categoric Neanmoins, la theorie developpee 
par Derksen-Weyman-Zelevinsky est assez proche de la categorification additive. Elle en 
differe par le fait que les objets combinatoires centraux ne sont plus les variables d'amas 
mais les F-polynomes et g-vecteurs introduits dans [32j et qui sont peut-etre encore plus 
fondamentaux que les variables d'amas. Dans (22], Derksen-Weyman-Zelevinsky ap- 
pliquent leur theorie en demontrant de nombreuses conjectures formulees dans [42J. lis 
y parviennent sous la seule hypothese que les algebres amassees considerees proviennent 
de bons carquois (non glaces), c'est-a-dire de matrices antisymetriques quelconques, ce 
qui represente un progres remarquable par rapport aux approches precedentes. La 
construction de bases et la conjecture de positivite restent neanmoins des problemes 
completement ouverts dans cette generality. Les idees de Derksen-Weyman-Zelevinsky 
ont ete liees a la categorification additive au sens des sections 14.21 et I4~T1 dans [2 J [74J [lj. 
Un lien important avec les surfaces a bord marquees est etabli dans [79J. 
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